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TP 6 - Programmation pour la préparation a l'agrégation maths
option info

TP 6 : Lambda calcul, représentations, calculs et quelques termes pratiques.

* Référence en théorie : ce poly en francais de Jean Goubault-Larrecqu (ENS Cachan)
(http://www.lsv.fr/%7Egoubault/Lambda/lambda.pdf) ou le livre "Logique réduction résolution”, par René Lalement.

* Pour la pratique : ce post de blog en anglais (http://matt.might.net/articles/python-church-y-combinator/)

* Pour plus, cette page wikipédia (https://fr.wikipedia.org/wiki/Lambda-calcul).

* En OCaml.
In [1]: let print = Printf.printf;;
Sys.command "ocaml -version";;
Out[1]: val print : ('a, out_channel, unit) format — 'a = <fun>
The OCaml toplevel, version 4.04.2
Oout[1]: - : int =0
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Représentation des \-termes en OCaml

Grammaire

Avec une grammaire BNF (https://fr.wikipedia.org/wiki/Forme_de_Backus-Naur), si <var> désigne un nom d'expression valide

(on se limitera a des noms en miniscules consistitués des 26 lettres a,b,..,z) :

<exp> ::= <var>

| <exp>(<exp>)

| fun <var> — <exp>
| (<exp>)

Ex1. Ecrire un type Caml représentant les \-termes

In [3]: type variable = string;;

type terme =
| V of variable
| A of terme * terme
| F of variable * terme

Out[3]: type variable = string

Out[3]: type terme = V of variable | A of terme * terme | F of variable * terme

Par exemple, 1'identité est le terme Az. .

In [5]: letidentite = F("x", V("x"));

Out[5]: val identite : terme = F ("x", V "x")

In [7]: letidentite_2 = F("y", V("y");;

Out[7]: val identite_2 : terme = F ("y", V "y")
Les deux termes sont différents mais égaux a a-renomage pres.

Un autre exemple est le terme Q = (Az. zz)(Az. zx) (qui est le plus petit terme dont I'exécution par S-réduction ne termine pas - cf
ce poly p7 (http://www.lsv.fr/%7Egoubault/Lambda/lambda.pdF) si besoin).

In [11]: let omega = A(F("'x", A(V("x"), V("x")), F("x", A(V("x"), V("x"))));;

out[11]: val omega : terme = A (F ("x", A (V "x", V "x")), F ("x", A (V "x", V "x")))

Ex2. Ecrire une fonction qui affiche un A-terme en une chaine de caractere

Clest tres rapide.
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In [9]:

out[9]:
out[9]:

In [12]:

outf[12]:

outf[12]:

out[12]:
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let sprintf = Format.sprintf;;

let rec string_of_terme = function
| V(s) ->s
| A(u, v) -> sprintf "(%s)(%s)" (string_of_terme u) (string_of_terme v)
| F(s, u) -> sprintf "A %s. (%s)" s (string_of_terme u)

val sprintf : ('a, unit, string) format — 'a = <fun>
val string_of_terme : terme — variable = <fun>
print_endline (string_of_terme identite);;

print_endline (string_of_terme identite_2);;
print_endline (string_of_terme omega);;

A x. (x)

- : unit = ()

Ay (y)

- :unit = ()

(A x. (OGN xo ((x)(x)))
- : unit = ()

Ex3. Bonus : Ecrire une fonction qui transforme un A-terme en une chaine
représentant une fonction "anonyme" exécutable par Python. Rappel : lambda
X! ... correspond a \z.<...>

In [13]:

out[13]:
out[13]:

In [15]:

out[15]:

Oout[15]:

Oout[15]:

let sprintf = Format.sprintf;;

let rec python_of_terme = function
| V(s) ->s
| A(u, v) -> sprintf "(%s)(%s)" (python_of_terme u) (python_of_terme v)
| F(s, u) -> sprintf "lambda %s: (%s)" s (python_of_terme u)

val sprintf : ('a, unit, string) format — 'a = <fun>

val python_of_terme : terme — variable = <fun>
print_endline (python_of_terme identite);;

print_endline (python_of_terme identite_2);;
print_endline (python_of_terme omega);;

lambda x: (x)
- :unit = ()

lambda y: (y)

- :unit = ()
(lambda x: ((x)(x)))(lambda x: ((x)(x)))
- :unit = ()

On peut ensuite simplement appeler Python sur un terme et vérifier s'il s'exécute ou non.

In [35]:

Out[35]:

let execute_python_string (s : string) : int =
Sys.command (sprintf "python -c 'print(%s)" s)

iR}

val execute_python_string : string — int = <fun>
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In [36]: execute_python_string (python_of_terme identite);;
<function <lambda> at 0x7fd84099c5f0>
out[36]: - : int = 0

On peut vérifier avec Python que ce terme Q) ne termine pas:
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In [34]: execute_python_string (python_of_terme omega);;
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in <lambda>
in <lambda>
in <lambda>
in <lambda>
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in <lambda>

File "<string>", line
File "<string>", line
File "<string>", line
File "<string>", line
File "<string>", line
File "<string>", line
File "<string>", line
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out[34]: - : int =1
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RuntimeError: maximum recursion depth exceeded

Calculs ?

Quelques termes utiles ?

On peut définir des A-termes utiles avec notre représentation, et on vérifiera ensuite en les exécutant via Python qu'ils sont

corrects.

Une valeur "nulle"

In [37]: letnone = F("x", V("x"));;

Out[37]: val none : terme =

Composition

In [54]: let compose uv = A(u, v);

Out[54]: val compose :

file:///fhome/lilian/publis/notebooks/agreg/TP_Programmation_2017-18/TP6__OCaml.html

F (IIXII, V

IIXII)

terme — terme — terme

= <fun>
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Conditionnelles

Ce n'est qu'un des encodages possibles.

In [38]:
out[38]:

In [39]:

Out[39]:

In [40]:

outl[40]:
outl[40]:

In [41]:

Oout[41]:

out[s41]:

let si = F("cond", F("v", F("f", A(A(V("cond"), V('v"), V("f")))));;

val si : terme = F ("cond", F ("v", F ("f", A (A (V "cond", V "v"), V "f"))))

print_endline (string_of_terme si);;

A cond. (A v. (A f. (((cond)(v))(f))))

-t unit = ()

let vrai = F("v", F("f", V("v")));;

let faux = F("v", F("f", V("f")));;

val vrai : terme = F ("v", F ("f", V "v"))
val faux : terme = F ("v", F ("f", vV "f"))
print_endline (string_of_terme vrai);;

print_endline (string_of_terme faux);;

Av. (A fL (V)

- :unit = ()

Av. (M. (F))

- :unit = ()

Nombres entiers en codage de Chuch

On rappelle que pour n € N, [n] = Af. Az. f™(x) est son codage dit codage de Church dans les \-termes.
In [45]:

out[45]:
out[45]:

In [50]:

out[50]:

In [51]:
Oout[51]:

In [53]:

out[53]:

out[53]:

let zero = F("f", F("x", V("x"));;
let un = F("f", F("x", A(V("f"), V("x")));;

val zero : terme = F ("f", F ("x", V "x"))

val un : terme = F ("f", F ("x", A (Vv "f", vV "x")))

let terme_of_int (n : int) : terme =
let rec aux = function
[0->V("x")
|n->A(V("f"), aux (n-1))
in
F('f", F("x", (aux n)))

3

val terme_of_int : int — terme = <fun>

let deux = terme_of_int 2;;

val deux : terme = F ("f", F ("x", A (v "f", A (Vv "f", V "x"))))

print_endline (string_of_terme deux);;
execute_python_string (python_of_terme deux);;

Ao (A xe (CRCCF) (X))
- : unit = ()
<function <lambda> at @0x7f453cab55f0>

- :int =0
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On peut faire l'opération inverse, interpréter un entier de Church en Python.

In [55]: letentier_natif_python = "lambda c: c(lambda x: x+1)(0)";;

Out[55]: val entier_natif_python : string = "lambda c: c(lambda x: x+1)(0)"

In [56]: execute_python_string (sprintf "(%s)(%s)" entier_natif python (python_of terme deux));;
2

Oout[56]: - : int = 0

On est obligé de passer par une astuce, parce que \z.z + 1et 0 ne sont pas des \-termes.

In [58]: execute_python_string (sprintf "(%s)(%s)" entier_natif_python (python_of_terme (terme_of_int 10)));;
10
out[58]: - : int = 0

Bien str, tout ca est trés limité !

In [66]: execute_python_string (sprintf "(%s)(%s)" entier_natif_python (python_of_terme (terme_of_int 100)));;

s_push: parser stack overflow
MemoryError

out[66]: - : int = 1

Successeur

Le successeur s'écrit succ = An. Af. Az. f(n(f)(2)).

In [72]: letsuccesseur = F("n", F("f", F("z", A(V("f"), A(A(V("n"), V(""), V("z"))))));;

out[72]: val successeur : terme =
F (unu' F (ufu’ F (“Z“, A (V “f", A (A (V unu' V "‘F")' V "Z")))))

In [92]: print_endline (string_of_terme successeur);;
An. (A f. (A z.o (CF)CC)(F))(2)))))
out[92]: - : unit = ()
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In [70]: letdix = terme_of_int 10;;
let onze = A(successeur, dix);;

out[70]: val dix : terme =
F ("f",
F ("x",
A (v "f",
A (v "f",
A (v "f",
A (v "f",
A (v "f",
ALV ERL AV, AV, ALY T, AV T, Y "x))))))))))

Oout[70]: val onze : terme =
ACE ("n", F (T, R (M2, A (VT A (A (Y T, VTR, Y 2"))))),
F ("f",
F ("x",
A (v "f",
A (v "f",
A (v "f",
A (V "fr,
A (v "f",
ATV MET AV, A VT, AV, AV T,V 'x)))))))))DD))

A noter que ce terme onze ne sera pas le méme que celui (plus court) obtenu par terme_of_int 11:

In [73]: letonze2 = terme_of int 11;;

out[73]: val onze2 : terme =
F ("f",
F ("x",
A (v "f",
A (V "fr,
A (v "f",
A (v "f",
A (v "f",
A (v "f",
AV T, AV TR A VT, AV TE, AV T,V "))))DDND)D)

Mais ils s'exécutent de la méme fagon :

In [74]: execute_python_string (sprintf "(%s)(%s)" entier_natif python (python_of_terme dix));;
execute_python_string (sprintf "(%s)(%s)" entier_natif_python (python_of_terme onze));;
execute_python_string (sprintf "(%s)(%s)" entier_natif_python (python_of_terme onze2));;

10

out[74]: - int = 0
11

out[74]: - : int = 0
11

Oout[74]: - : int = 0

Addition

La somme s'écrit somme = An. Am. Af. Az.n(f)(m(f)(2)).

In [90]: letsomme =F("n", F("m", F("f", F("z", A((A(V('n"), V("f"))), A(A(V("m"), V(""))), V("z")) )))));;
out[90]: val somme : terme =
F ( " n " ,
F ( llmll ,
F (llf_‘ll’ F (IlZIl’ A (A (V IInII’ V Ilf_‘ll)’ A (A (V IlmII' V Ilfll)' V IIZII))))))
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In [91]: print_endline (string_of_terme somme);;

An. (Ame (A fo (A zo (CCnN) A CCm)(F))(2))))))
out[91]: - : unit = ()

In [87]: lettrois = A(A(somme, un), deux);;

out[87]: val trois : terme =
A
(A
(F ('n,
F ("m",
FCF', F ("2, A (A (V "n", V 'FY), A (A (V "t VTR,V "2"))))),
FCF', F (X", A (V FY, Y "),
FCFr, FCx, A (VT A VT,V X))

Comme pour le successeur, ce terme est bien plus compliqué que I'encodage de Church, mais ils s'exécutent de la méme maniére.

In [88]: let trois2 = terme_of_int 3;;
out[88]: val trois2 : terme = F ("f", F ("x", A (v "f", A (v "f", A (V "f", V "x")))))
In [89]: execute_python_string (sprintf "(%s)(%s)" entier_natif_python (python_of_terme trois));;

execute_python_string (sprintf "(%s)(%s)" entier_natif_python (python_of_terme trois2));;

3

n
S

out[89]: - : int
3

n
S

out[89]: - : int

Multiplication

La multiplication est mul = An. Am. Af. Az. m(n(f))(2).

In [122]: letmul = F("n", F("m", F("f", F("z", A(A(V("m"), A(V("n"), V("t"))), V("z")))));;
out[122]: val mul : terme =
F('n", F(m", FCFf", F(z", AAN"m", AV "n", V"f")), V "z")))))

In [123]: let trois = terme_of_int 3 ;;
let six = A(A(mul, trois), deux);;
let six2 = A(A(mul, deux), trois);;

Out[123]: val trois : terme = F ("f", F ("x", A (v "f", A (v "f", A (V "f", V "x")))))

Out[123]: val six : terme =

A
(A
(F ("n",
F ("m", F ("f", F ("z", A (A (Vv "m", A(V "n", V"f")), V "z"))))),
F("f", F ("x", A (Vv "f", A (v "f", A (Vv "f", vV "x")))))),
FOFr, FCx, AV FY, AV, V)
Out[123]: val six2 : terme =
A
(A
(F ('n",
F('m", F(UF", F ("2", A (A (V "m, A (V0T V),V T2"))))),
F("f", F ("x", A (Vv "f", A (v "f", Vv "x"))))),
FOFr, FCx, AV, A (VA (VY X))

Comme pour le successeur, ce terme est bien plus compliqué que 1'encodage de Church, mais ils s'exécutent de la méme maniere.
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In [124]:

Out[124]:

out[124]:

out[124]:

Paires

TP6__OCaml

execute_python_string (sprintf "(%s)(%s)" entier_natif_python (python_of_terme six));;
execute_python_string (sprintf "(%s)(%s)" entier_natif_python (python_of_terme six2));;
execute_python_string (sprintf "(%s)(%s)" entier_natif_python (python_of_terme (terme_of_int 6)));;

6
- :int = 0
6
- :int =0
6
- :int =0

La représentation de la paire est simplement pair = Aa. Ab. Af. f(a)(b).

In [127]:

Out[127]:

Out[127]:

Et ensuite les deux extracteurs sont immédiats : gauche = Ap.p(Aa. Ab. a) et droite = Ap. p(Aa. Ab.b). (on retrouve vrai et faux)

In [130]:

out[130]:
out[130]:

In [133]:
out[133]:

leta=V("a")and b = V("b") and f = V("f");;
let pair = F("a", F("b", F("f", A(A(f, a), b))));;

val a : terme =V "a
val b : terme =V "b"
val f : terme =V "f"

Val pall" : terme = F (IIaII, F (IIbII’ F (II.FII’ A (A (V ||_F||' V ||a||), V "b"))))

let gauche = F("f", A(f, vrai));;
let droite = F("f", A(f, faux));;

val gauche : terme = F ("f", A (v "f", F ("v", F ("f", V "v"))))
val droite : terme = F ("f", A (Vv "f", F ("v", F ("f", V "f"))))

let exemple_pair = A(A(pair, deux), trois);;

val exemple_pair : terme =

A
(A (F (uau’ F (nbn’ F (ufu’ A (A (V ||f||’ v ||a||)' Vv "b")))),
E (ufu’ E (an’ A (V llf_‘n’ A (V ||f||’ v "X")))))y
F (ufu’ E (an’ A (V ufu’ A (V ||_F||’ A (V ||f||’ v "X"))))))

On vérifie qu'on peut extraire [2] et [3] de cette paire [(2, 3)]:

In [134]:

Out[134]:

out[134]:

execute_python_string (sprintf "(%s)(%s)" entier_natif_python (python_of_terme (A(gauche, exemple_pair))));;
execute_python_string (sprintf "(%s)(%s)" entier_natif_python (python_of_terme (A(droite, exemple_pair))));;

2

]
S

- : int

3

]
S

- :int

Bonus : prédecesseur
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Avec les paires, c'est possible. Idée de l'algorithme : en ayant [n], on commence par la paire [ (@, 0)] et on itére
la fonction fun (a,b) — (a+1, a) exactement n fois (et ¢a c'est facile par définition du codage [n], ce qui
donne la paire [(n, n-1)]eten récupérant la deuxiéme coordonnée on a [n-1].Cest corrigé en Exercice 12 du
poly de Jean Goubault-Larrecqu.

On va découper ¢a en morceau :

In [137]: let constructeur_pair u v = A(A(pair, u), v);;
let pil u = A(gauche, u);;
let pi2 u = A(droite, u);;
let constructeur_succ u = A(successeur, u);;

let pair_00 = constructeur_pair zero zero;;
out[137]: val constructeur_pair : terme — terme — terme = <fun>
out[137]: val pil : terme — terme = <fun>
out[137]: val pi2 : terme — terme = <fun>
Out[137]: val constructeur_succ : terme — terme = <fun>

Out[137]: val pair_00 : terme =

A
(A (F (uau' F (Ilbll, F (II.FII’ A (A (V “f“, V ||a||)’ V Ilbll)))),
F(F*, F ("x", V *x"))),
F (Ilfll' F (an, V IIXII)))

In [139]: letp=V('p");
let succ_1 = F("p", constructeur_pair (constructeur_succ(pil(p))) (pil(p)));;

Oout[139]: val p : terme = V "p"

Out[139]: val succ_1 : terme =
ACR
A
(A (F (a", F ("b", F ("f", A (A (V "f", Vv "a"), V "b")))),
ACE ("n", F (T, F (M2, A (VT A (A (V T,V TET), Y 2"))))),
ACCE ('F A (VR F (VR (LY )DLV pt))),
ACE CF" ATV T, E VR R,V )DLV Tpt)))

In [140]: letn=V(n");
let predecesseur = F("n", pi2(A(A(n, succ_1), pair_00)));;
Out[140]: val n : terme = V "n"

Out[140]: val predecesseur : terme =

F ("n",
ACE T, AV T, F (v, F (T, V),
A
(A (V "n",
F(p",
A
(A (F ("a", F ("b", F ("f", A (A (V"F", v "a"), V "b")))),
A
(F ("n",

FCF", F ("2, A (Y FY, A (A (V "0, v UEY), Y "2"))))),
ACCF ("F", A (VT F (VLR (T, W )))), Ve,
ACECF", A (VT E (VR T,V )DL VTR,

A
(A (F (uan' F (IIbII’ F (II.FII’ A (A (V “f“, V ||a||), V "b")))),
F('F*, F ("x", V *x"))),
F (Ilfll' F (IlX“’ V IIXII))))))
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In [142]: letcing = A(predecesseur, (terme_of_int 6));;
let cing2 = terme_of_int 5;;

out[142]: val cing : terme =

A
(F ("n"
ACE (", AV F, F (v, F (T, Y UE))),
A
(A (v o
F("p"
A
(A (F ("a", F ("b", F ("f", A (A (V."f", V "a"), V "b")))),
A
(F ("n"
FLCFY, B (2%, AV UFY, A (A (V0T V),V "2"))))),
AR A OV ECT Y D)), Y ),
A G R, A W, e, R, V) v ),
A
(A (F (rary F (0% F A A (VF, V"t v bm)),
FCF", F (", V 'x"))),
FOFY, B O, v xe))IN),
F(fr,
F(x"

AV ET, AV TET, AV TET, A QY ET, AV TR, A GV TET, VX))

out[142]: val cing2 : terme =
F (II.FII
F (ll ll’ A (V Ilf_'ll’ A (V II_f_'II’ A (V II_f_'II’ A (V IIfII' A (V II,FII' V n II)))))))

Comme pour le successeur, ce terme est bien plus compliqué que 1'encodage de Church, mais ils s'exécutent de la méme maniere.

In [143]: execute_python_string (sprintf "(%s)(%s)" entier_natif python (python_of terme cing));;
execute_python_string (sprintf "(%s)(%s)" entier_natif_python (python_of_terme cing2));;

5
out[143]: - : int

n
S

5
out[143]: - : int

n
S

On vérifie que pred 0 = 0:

In [146]: letzero2 = A(predecesseur, zero);;

out[146]: val zero2 : terme =

" e
ACF (", A (VU F (Y, R (T, Y TET))),
A
(A (v "n",
F("p"
A
(A (F ("a", F ("b", F ("f", A (A (V"F", v "a"), V "b")))),
A
(F ("n®
F ("f" F(z", A(v"f", A(A(V "n", vV "f"), V "2"))))),
ACF CF", AV ML F OV, R Y, ), Y M),
AR, A, E OV, R Y ), v ),
A
(A (F (") F (% F A (A (VF, V"2t v ")),
PO ECx, VD)),
FLCFr, F )T, VX)),

FOF, F O, v ")
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In [147]: execute_python_string (sprintf "(%s)(%s)" entier_natif python (python_of_terme zero2));;
execute_python_string (sprintf "(%s)(%s)" entier_natif_python (python_of_terme zero));;

0
Oout[147]: - : int = @
0
Oout[147]: - : int = 0
Listes

Récursion U

Point fixe Y

Bonus : 1a factorielle en A-calcul

Conclusion

Fin. A la séance prochaine. Le TP6 traitera de ?? (en février).
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